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Integrals with Elliptic Gaussian Functions 

All integrals which result from quantum chemical calculations are given by means of elliptical 
Gaussian functions. The technique of integration is similar to that of the pure Gaussian functions 
which have been used up to now. 

Es werden alle Integrate angegeben, die sich im Rahmen der quantenchemischen Rechnungen bei 
Verwendung v0n elliptischen Gauf3funktionen ergeben. Es zeigt sich dabei, dab die Integrationen 
~ihnlich verlaufen wie bei den reinen Gaugfunktionen, die bisher verwendet wurden. 

Toutes les int6grales d'un calcul de chimie quantique sont exprim6es au moyen de fonctions 
gaussiennes elliptiques. La technique d'int6gration est semblable fi celle utilis6e jusqu'fi pr6sent pour 
les fonctions gaussiennes pures. 

Einleitung 

N a c h d e m  in den letzten Jahren die reinen Gaul3funktionen immer mehr  bei 
den wellenmechanischen ab-initio-Rechnungen ftir Molekiile an Bedeutung zu- 
genommen  haben, ,;oll im folgenden untersucht  werden, welche Integrat ions-  
probleme auftreten, wenn von den bisherigen kugelsymmetr ischen GauBfunk- 
tionen zu sog. elliptischen Gaul3funktionen iibergegangen wird. I m  Gegensatz  
zu friiheren enthalten diese insgesamt sechs freie Parameter  (den Ort  der Funkt ion  
sowie die jeder kartesischen Koord ina te  zugeordneten Parameter)  und sind daher 
prinzipiell viel variabler. 

Die vorliegende Arbeit ist als Ausgangspunkt  dafiir gedaeht, sp~iter diese 
Funkt ionen  in ab-initio-Reehnungen einzusetzen. Die auftretenden Integrat ionen 
werden daher nur  knapp  dargelegt, um die Ergebnisse besser herauszustellen. 
Weitere Diskussionen sind sp/iteren Arbeiten vorbehalten. 

J. C. Browne und R. D. Poshusta  [ i ]  haben schon friiher Integrale verallge- 
meinerter Gaul3funkfionen angegeben bei jedoch recht komplizierten Ausdrticken, 
so dab wir glauben, dab unsere einfaeheren Formul ierungen fiir die praktische 
Anwendung  vorteilhafter sind. 
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1. Uberlappungsintegral und Normierung 

Die elliptischen Gaugfunktionen seien definiert mit 

~(p = exp [ - % ( x  - Xp) 2 - flp(y - yp)2 _ yp(z - Zp) 2] 
bzw. (1) 

)~q = exp [ - % ( x  - xq) 2 - flq(y - yq)2 _ yq(z _ zq)2]. 

Xp, yp und Zp sind die Mittelpunktskoordinaten des Ellipsoids der Funktion )~p. 
Setzen wir xp = yp = Zp = 0, so sind die Linien gleichen Betrages (gleicher Dichte) 
gegeben mit 

exp [ -  O~pX 2 - -  flpy2 __ ] ) p Z 2 ]  = const = exp ( - A), 
oder 

O~p X2._}_ t i p  2 YP . 72 1 (2) 
A -A - y  + 7  " 

Dies ist die Gleichung eines Ellipsoides mit den Halbachsen a = ] , /A /%,  b = 
und c = ~ .  Ftir a = b = c, bzw. % = tip = ?p ergibt sich die Kugel. 

Das Uberlappungsintegral ist definiert mit 5 ZpZq dz. Hierin treten Integrale 
der Form auf 

Setzt man 

exp [ - O~p(X -- xp) 2 -- c~q(x -- xq) a] dx .  (3) 

+~o +oo 

f 1 f e _ E C g ; ( x _ e , , n 2 d [ V ~ ( x _ p , , ) ] = V T z  

- o o  - oo 

und ftir alle drei Koordinaten 

7-g3/2 

(& + &) % + ~9 

Mit dem Normierungsfaktor Np wird verlangt, dab N 2 ~ ;~p2 dz = 1, d.h. es ist 
oben zu setzen % = %, tip = flq und Vp = 7q, so dab 

Np = [2%" 2tip" 2Tp] 1/4 
rt3/4 (5) 

% ( x  - xv) 2 + % ( x  - xq) 2 = E~ + K ~ ( x  - Px) 2 , 

so erhiilt man durch Reihenvergleich 

E x =  % % % + % ' ( x p - x q )  2, K ~ = % + %  und Px=  %xp%++%%xq ; (4) 

analog fiir die y- und die z-Koordinate. 
Das Produkt zweier elliptischer Gaul3funktionen ist also wieder eine ellip- 

tische Gaul3funktion, deren Zentrum mit den Koordinaten P~, P~, und Pz gegeben 
ist. Das neue Zentrum liegt auf der Verbindungsgeraden der beiden Zentren der 
urspriinglichen Funktionen )~p und Zq. 

Wir erhalten fiir das Integral unter Fortlassung konstanter Faktoren 
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Das Oberlappungsintegral wird jetzt zu 

(2~176 E (~P~q~(xp-Xq)21  . (6) 

Zu einer etwas ktirzeren Formulierung ftir Spq gelangen wir durch Einffihrung 
von (5): 

Spq - ~ exp - 2 - -  (Xp - -  X q )  . (6a) 
, _  + % 

In der Anwendung ist zu beachten, dab in (6a) zus~itzlich der Faktor n 3/2 auftritt. 

2. Integral der kinetischen Energie 

Das Integral der kinetischen Energie ist 

1 ~ Z; A Z~ dr 1 
mit 2 = + -2  ~ (grad Zp) (gradzq) dz 

OZp = _ Np {2:~p(x - xp) exp [ - c~p(x - xp) 2 - flp(y - yp)2 _ 7p(z - Zp)2]} 
8x 

analog ftir ~?Zq 
r 

Lassen wir zun/ichst konstant bleibende Faktoren weg, so folgt: 
+o9 

[x 2 - (Xp - xq) x + xpxq] exp [ - Kx(x-  px)2] dx 
--o0 

+o0 +o0 

�9 ~ exp[-Ky(y-P,,)  2] dy ~ exp[ -Kz(z -ez )  z] dz. 
- o o  - o o  

Die Integrale fiber y und z liefern 1 / - ~ -  1/-~--" Das Integral fiber x setzt sich 

aus drei Integralen zusammen. Setzt man hierin ~ /K~(x-  P~)= u, so folgen die 
drei neuen Integrale 

+oo 

ff!u2+I:.P -(xp_+xq)] ) e  -"~ (K~ ~ J u + [ P 2 x - ( X p + x q ) P x + x p x q ] ~  du" 
- oo 

Das erste Integral ist ] / / ~ ,  das zweite null und das dritte Vn. Setzen wir 
O{pO~q 

D x - (xp + xq) P~ + X, Xq] = M~ und analog ftir die y- und die ap+aq - L ~ u n d  D2 

z-Koordinate, so folgt mit Np und N o als Normierungsfaktoren der Ausdruck 

2(NpNqexp[~L,~ n3/2 

1 1 1 M . 

19" 
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Da der Ausdruck in der runden Klammer das Oberlappungsintegral ist, kann 
man einfacher schreiben: 

1 M 1 
, pq=  2Spq[%C~q(~K + M ~ ) +  flvflq(-~y + y) + yv'~q(~+ M~) 1 . 

3. Integral  der E i n - E i e k t r o n - K e m w e c h s e l w i r k u n g  

Das Integral der Kernwechselwirkung ist definiert mit )~p~-~)~qd'c, wenn 

r g = (x - Cx) 2 + (y - C~,) 2 + (z - Cz) 2 das Quadrat  des Abstandes des Elektrons 
vom Kern C mit den Kernkoordinaten C~, C~, und Cz ist. Zur LSsung benutzen 
wir die Integraltransformation 

i 1 +~ 
rc V~ - ~  e - ~ I ~ d u  mit f = r  c. (7) 

Unter Fortlassung konstanter Faktoren bekommen wir fiir die x-Koordinate 
das folgende Integral" 

e -('p+~.)(x-ex? e -uz(x-cx)2  dx. 

Man erh~ilt also ein neues Produkt zweier GauBfunktionen. Analog zu (4) mSge 
jetzt sein" 

(c~p + %) (x - p~)2 + u2(x _ Cx)2 = G* + K*(x - Q~)2. 

Es folgt wieder durch Reihenvergleich: 

( ~ p  "~- ~q)  U 2 
(% + % + u 2) ( G  - G)2; G*- 

und 
K * = % + % + u : .  

Ffir die x-Koordinate erhalten wir das Integral 

+ctz --ao 

G= (~p+%)G+u2Cx (% + % + u2 ) (8) 

+oo 

e-Gidu e . . . . .  ox = e-G*dx 

- o o  - o o  - o o  

und analog ffir die y- und z-Koordinate. 
Wieder unter Weglassung konstanter Faktoren erhalten wir fiJr das Integral 

fiber u, wenn wir wie friiher setzen Kx = % + %, K~, =/?p +/?q und Kz = 7p + Yq: 

+~o ~ K ~ u : ) ( C ~  - x) - ~ ) ( C , , - P , , ) Z - ~ K ~ + ~ T ) (  z -  " d u .  

- 0o (9) 
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An konstanten Faktoren haben wir vom Produkt der Funktionen Zp und Zq: 

Np Nq exp - Y~ ~ + eq (xp - xq) 2 . 

Nun gilt (6a), so dab wir zur Einftihrung von Svq oben mit ~K~K~,K~ erweitern 
miissen. 

Mit der Kernladung Z~ erhalten wir jetzt ftir das Elektron-Kernwechsel- 
wirkungsintegral 

q-ao 

if 
-oo 

exp[  -u2V~ Kx+uZJ 

]/(K~ + u 2) (Ky + u 2) (Kz + u 2) 
du,  (10) 

wenn F~ = C~ - P~, i•, = C~, - G und F~ = Cz - P~. 
Das Integral ist numerisch zu 15sen, z. B. nach der Simpsonschen Regel. Fiir sehr 
groge u geht das Integral fiber in 

+oo 

f exp [ - Y~ K~ Fx] exp [ -  Y~ K~ F~] 
u3 du = 2u 2 , (10a) 

Ul 

wenn Ul der Wert von u ist, bei dem K~ neben u: vernachl~issigt werden darf. 

4. Das Momentintegral 

Das Momentintegral, z. B. zur Berechnung des Dipolmomentes, ist definiert 
mit S XZpZq dr. Ohne konstante Faktoren bekommen wir ffir die x-Koordinate 
das Integral 

+oo 

f xe-rx(x-Px)2dX'~K~, 'V  rc 
Kz 

- oo 

Setzen wir hierin ]~Kx(x - Ix)= v mit dv = ~K~ dx, so folgt 

,] ~-K~ e-V2dv=Px K~ 
- o o  

Es folgt schlieBlich das vollst~ndige Integral 

(O~p~pZp) l/d" (O~qflq ~)q) 1/4 7r 3 / 2  ~ O~p~q 

Px (g/2) 3/4 (lr/2) 3/4 VK~Ky Kz exp L - ~ ap + aq 

oder einfach 

(xp -  xq) 2] (11) 

Mx, pq= PxSpq. (12) 
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die Integraltransformation 

5. Das Kraftintegral 

Der Mittelwert der Kraft, die ein Elektron auf den Kern mit den Koordinaten 

I 1 1 C~, Cy, Cz austibt, ist definiert mit dem Integral )~p ~ f  Zq dz. Benutzen wit ftir r~- c 
j c 

1 +oo 
- -  S e -ur~ d u  , 

rg o 
so folgt fiir die x-Koordinate 

+oo +or 

e-(~'+~')(x-e~)~ dx" I e'"(x-C~)~ du" 
-- oo 0 

Man hat hierin wieder das Produkt zweier Gaul3funktionen mit u.a. 

e x p [ -  (c~p + aq) (x - Px) 2 - u(x - Cx) 2] 

und 

(13) 

Es folgt das Integral 

= e x p [  O~paqU (Px__Cx)2 (O~p_l_Nq_l_bl)(X__Qx)21 (14) 
O~p ~-  O~q "~- U 

Q = (%+~q)Px+uC~ 
(Tp + %) + u 

+00 +o0 

f [ e x p  --~2 KxKXU ( P ~ - C x ) 2 J d u f f f  
0 --oo 

Hierin ist das Integral tiber x, y und z 

~3/2 

lil(Kx + u) (K r + u) (K~ + u) ', 

so dab schliel31ich der vollst~indige Ausdruck resultiert: 

(~pflp~p) ll4 ~3/2 
(xp-xq)  2 ! f(u) du (15) Z;t (7Z/2)3/4 ( g / 2 ) 3 / 4  exp - ~ c~p + 0~q 

oder nach Erweiterung mit ~ ,  Kz 

V Kxu ] f exp L-Y  KVi-u CPx-Cx)2 
Kc = Z z " Spq " ~ ~ + u-) (K~y + u~I~  + u) du . (16) 

o 
Setzt man hierin % = tip = yp = a und % = flq = yq = b, so erh~ilt man mit a + b = K 
und Y~ (Px - Cy) 2 = F das einfachere Integral bei KugelgauBfunktionen 

f exp - ~ exp + F  
(K + u) 3/2 du = e - r r  (K + u) 3/2 du.  

0 0 
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K 2 2 
Mit K + u = w2 und du = - ~ -  (K + u) 3/2 folgt, da w von ] / ~  bei u = 0 bis 0 

bei u = oo geht: 

2e -Kr  /K 
e rw2 d w .  

K o 

Es folgt schlieBlich fiir die Kraft 

K c = 2 Z ,  ] / a + b ' S , b  ~ e r(w2-K) d w .  
0 

Das Integral l~iBt sich wie folgt umformen: 

e - F K  

0 0 

x 

Hierin ist e - ~  ~ e t~ dt das Integral von Dawson, das u.a. vollstiindig tabelliert 
0 

ist in dem Tabellenwerk yon M. Abramowitz [2]. 

K•Elektron 
i I 
1 i 

i 

F,- (Px- Cx) ---,--I 

Fig. 1 

Wir k6nnen also schreiben 

K c = 2 Z x ] / a + b ' S , b  e e d t  , (17) 

x = 1 / ~ ;  r = Z ( c x -  Ix) 2 

(Px-Cx) Die X-Komponente  der Kraft ist X = K c "  cos (1/~,, x ) = K c  i ~  J (vgl. 

Fig. 1). Die Richtung der Kraft ist durch den Vektor von C x (Koordinate des 
Kerns) nach Px (Koordinate des Elektrons) gegeben; entsprechend die Richtung 
der Kraftkomponenten. 
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Bei einer einzelnen s -Funkt ion  am Zent rum Cx ist die Kraft  Kc  = 2Zz(a  + b) Sab 
e - r~ mit a = b, Sob = 1 und F = 0, da Px mit C~ zusammenf~,llt, so daB bier K c = 4 Z #  a. 
D a  Px - C~ = 0, hat  diese Kraft  keine Komponen te ,  d. hl keine Vorzugsrichtung,  
z. B. analog der Kraft  im Bohrschen Atommodel l .  

Will man  also die mittlere Kraft  (und deren Richtung) eines Orbitals auf  einen 
bestimrnten Kern  nach dem He l lmann-Feynman-Theorem in einem Molektil 
berechnen, dann  sind nur  die einzelnen gerichteten Komponenten zu berechnen 
und zu addieren, wobei die Kr~ifte ohne Vorzugsr ichtung automat isch heraus- 
fallen. 

6. Das Zwei-Elektronen-Wechselwirkungsintegral 

f Dies Integral ist definiert mit ;gp X~ - -  Zr Z~ dz ,wenn xl . . . .  bzw. x2, .., die Ko- 
rl  2 

ordinaten des Elektrons 1 bzw. Elektrons 2 und 

r12 = V(x1  - -  x2) 2 + (Yl --  Y2) 2 + (z1 - -  z2) 2 

ihr gegenseitiger Abstand ist. 
Zu bilden ist ftir die x -Koord ina te  das Integral  

+ o o  + o o  

f e-(~P+~q)(x~-PxO2 dXl ~ l e-(~r+~s)(x2-Qx2)2 2 (18) 

- o o  - o o  

mit der In tegral t ransformat ion fiir 1/r12 

oo 

f 1 sr 1 _ 1 ~ - e -  ~ d s  
r l  2 ~ - -  

o 

Es ist weiter 

(19) 

Px ~tp Xp -1- O~q Xq - vom Produkt  ZpXq, 
0~p + O~q 

und 
Qx O~r xr + ~s x~ - vom Produkt  Zr 

O~r + ~s 

Von (19) tritt zu (18) das Glied exp [ -  s(xl - x2)2] .  Setzen wir in (18) (xl - Px) = w, 
xl = w + P x, d x~ = dw, welter (x2 - Qx) = v, x2 = v + Qx, dx2 = dv und P ~ -  Qx = X, 
so erhalten wir nach Zusammenfassung der Glieder mit v bzw. w das Integral 

I x = e x p [ - s X  2] ~ e x p [ -  (KI + s)w 2 - 2 X s w ]  dw  
- o o  

+ 0o ( 2 0 )  

exp [ - -  (K2 + s)v 2 + 2(X + w)sv] d r ,  
- o 0  

das identisch ist mit dem Ausdruck yon  I. Shavitt I-3]. 
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Mit dem bekannten Integral 

+co 

f exp(-ax2+ebx)dx=V  exp( - ) (21) 
co 

erhalten wir nach der Integration fiber v den Ausdruck 

V 7~ (X ~- W) 2 S 2 
exp 

K2--}- s K 2  q- s ' 

der mit  dem Ausdruck fiJr w in (20) zu kombinieren ist. Nach einigen Umfor- 
mungen erhalten wit nach weiterer Integration tiber w mit Hilfe von (21) schlieBlich 
den Ausdruck 

] / ~  " Kx~ \ K~, " K ~  _ exp 
(22) 

1 ( K~ + K~ 

Analoge Ausdfiicke werden ftir die y- und z-Koordinate erhalten. Setzen wir 

Kx~ + Kx~ Ky~ + Ky~ Kz~ + K ~  

Kx~ " I ( ~  - gl ; Kr  ' . K y  z - g2 ; K~  " K ~  = g3 

und s = u 2 bzw. ~/s = u und ds = 2 ]/#sdu, so erhalten wir den endgfiltigen Ausdruck 

f exp - u  2 - l+gaU2  + l + g 2 u 2  + l + g 3 u 2  du.  
Apq,~ s = 2 n -  ~/2. Spq ' S,.~ 1//(1 + gl u2) (1 + g2 uZ) (1 + g3 uZ) 

o (23) 

Hierin sind: 

x = P x - Q x ,  Y = P r - Q y ,  z = P z - Q z ,  

Px _ ap Xp + aq Xq , Q~ _ ar x,  + a s Xs , 

ap + aq a r d- a s 

p y _  f lpYp-}- f lqYq fl~Y~ + flsYs + ' Q'- ' 

Pz-- ~pZp-~- ):qZq Qz--  ~rZr ~- ]lsZs , 

Kx,  = ap + aq, Kx2  = a r + a s ,  

K,, ,  = Bp + K,,2 = + 

Kz~ = ~'v + 7q , K z 2  = ~, + 7~ �9 

Das Integral in (23) ist numerisch zu 16sen, z. B. nach der Simpsonschen Regel. 
Der Integrand ist 1 bei u = 0 und geht proport ional  1/u 3 f'fir u = oo gegen null, 
so dab das bestimmte Integral aueh einen festen Wert hat. Fiir so groBe u, dab 
gu 2 >~ 1 wird die e-Funktion konstant, und man erh~ilt, wenn Ul dieser groBe Wert 
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fiir u ist, bei  der  In t eg ra t ion  von u I bis ~ :  

exp - - -  + - -  + - -  
gl g2 g3 (24) 

21/  g2g3 
Dieser  geschlossene A u s d r u c k  (24) fiir grofle u er le ichter t  die numer ische  In tegra-  
t ion und tr~gt sehr zur  schnel leren Auswer tung  des In tegra ls  in (23) durch  einen 
C o m p u t e r  bei. Insofern  bere i ten  die numer i schen  In t eg ra t ionen  bei der  Ver- 
wendung  el l ipt ischer  Gau l ] funk t ionen  in der  Qua n t e nc he mie  keine  allzu grol3en 
Schwierigkei ten,  da  auch  das  Kernwechse lwi rkungs in teg ra l  (10) bei g rogen  
Wer t en  der  In t eg ra t ionsva r i ab l en  den  geschlossenen Ausd ruck  (10a) liefert. 
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