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Integrals with Elliptic Gaussian Functions

All integrals which result from quantum chemical calculations are given by means of elliptical
Gaussian functions. The technique of integration is similar to that of the pure Gaussian functions
which have been used up to now.

Es werden alle Integrale angegeben, die sich im Rahmen der quantenchemischen Rechnungen bei
Verwendung von elliptischen GaufBfunktionen ergeben. Es zeigt sich dabei, dal die Integrationen
dhnlich verlaufen wie bei den reinen GauBfunktionen, die bisher verwendet wurden.

Toutes les intégrales d'un calcul de chimie quantique sont exprimées au moyen de fonctions
gaussiennes elliptiques. La technique d’intégration est semblable a celle utilisée jusqua présent pour
les fonctions gaussiennes pures.

Einleitung

Nachdem in den letzten Jahren die reinen GauBfunktionen immer mehr bei
den wellenmechanischen ab-initio-Rechnungen fiir Molekiile an Bedeutung zu-
genommen haben, soll im folgenden untersucht werden, welche Integrations-
probleme auftreten, wenn von den bisherigen kugelsymmetrischen GauBfunk-
tionen zu sog. elliptischen GauBfunktionen iibergegangen wird. Im Gegensatz
zu fritheren enthalten diese insgesamt sechs freie Parameter (den Ort der Funktion
sowie die jeder kartesischen Koordinate zugeordneten Parameter) und sind daher
prinzipiell viel variabler.

Die vorliegende Arbeit ist als Ausgangspunkt dafiir gedacht, spater diese
Funktionen in ab-initio-Rechnungen einzusetzen. Dic auftretenden Integrationen
werden daher nur knapp dargelegt, um die Ergebnisse besser herauszustellen.
Weitere Diskussionen sind spéteren Arbeiten vorbehalten.

J. C. Browne und R. D. Poshusta [1] haben schon frither Integrale veralige-
meinerter GauBfunktionen angegeben bei jedoch recht komplizierten Ausdriicken,
so daB wir glauben, dall unsere einfacheren Formulierungen fiir die praktische
Anwendung vorteilhafter sind.
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1. Uberlappungsintegral und Normierung

Die elliptischen GauBfunktionen seien definiert mit

— _ v\ oy ERY)
b, Xp =XpL—o,(x = x,)* = B,(y — y,)" — v,z —z,)"] W

Xq = eXp[—OCq(x - xq)z - ﬁq(y - yq)z - yq(z - Zl])z] :

X,, ¥, und z, sind die Mittelpunktskoordinaten des Ellipsoids der Funktion y,.
Setzen wir x, =y, =z, =0, so sind die Linien gleichen Betrages (gleicher Dichte)
gegeben mit

exp[—a,x*— B,y* ~—y,2*] = const = exp(— A4),

Sy ay Bep e o
Vi + <7 + i 1. 2)
Dies ist die Gleichung eines Ellipsoides mit den Halbachsena = |/ 4/«,,b =]/ A/B,
und ¢ =}/ Afy,. Fir a=b=c, bzw. a,=f, =7, ergibt sich die Kugel.
Das Uberlappungsintegral ist definiert mit {y,y, dt. Hierin treten Integrale
der Form auf

oder

§fexp[ —o,(x — x,)* — o (x — x,)*] dx . (3)
Setzt man
o, (x — x,)* + 0, (x — x,)* = E, + K.(x — P,)?,
so erhilt man durch Reihenvergleich

o0 o, X, + 0, X
E,=—2% (x,—x)? Ky=a,+0a, und P =P 14

; @

analog fiir die y- und die z-Koordinate.

Das Produkt zweier elliptischer GauBfunktionen ist also wieder eine ellip-
tische GauBfunktion, deren Zentrum mit den Koordinaten P, P, und P, gegeben
ist. Das neue Zentrum liegt auf der Verbindungsgeraden der beiden Zentren der
urspriinglichen Funktionen y, und y,.

Wir erhalten fiir das Integral unter Fortlassung konstanter Faktoren

+ +

J e T dx = ]/% J o VTP G [/ K (e — PJ] = l/ N

- - 0

und fiir alle drei Koordinaten

232

Vo, +0g) (By+ By) (7,74

Mit dem Normierungsfaktor N, wird verlangt, daB N [x2dr=1, d.h. es ist
oben zu setzen a,=a,, f,=f, und y,=7,, so daBl

R, 28, 27,114
N, = B 2b (5)
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Das Uberlappungsintegral wird jetzt zu

(22,26,22,)"* (22,28, 20) " ( v ) :
§ = Zfplpcip q“Pg=lq _ o0 B s
" Ve, o) B+ B) (0t 7)) expl:a,% P (x, — xg) (6)

Zu einer etwas kiirzeren Formulierung fiir S,, gelangen wir durch Einfithrung

von (5):
Sy = PN o -2< - ><x - x)? (62)
i /K.K,K, P afy \ Oy 0, S

y

In der Anwendung ist zu beachten, daB in (6a) zusétzlich der Faktor n*? auftritt.

2. Integral der kinetischen Energie

Das Integral der kinetischen Energie ist

1 1
— 7] Aoy, dr =+ - f(grady,) (grady,) de

mit
)
70— — N, (2, (x = x,) xp [~y (x = ) = B0 = 3 = (e~ 2)"])
analog fiir Oty .
0x

Lassen wir zunéichst konstant bleibende Faktoren weg, so folgt:

+fo[x2 —(x,— x)x+x,x.] exp[ — K,(x— P)*] dx

+ o

| exp[-K,(y—P,)] dyjfwexr)[—Kz(z—Pz)ZJ dz.

Die Integrale iiber y und z liefern l/ % ’/ ;{E . Das Integral iiber x setzt sich
y z

aus drei Integralen zusammen. Setzt man hierin ]/I?x(x— P)=u, so folgen die
drei neuen Integrale

+ oo

1 2P —(x, +x,) e
J{K—xu2+[—~———?px 4 ]u+ [P2—(x,+x) P+ x,x, }—-—h_Kx du.

Das erste Integral ist |/=/2, das zweite null und das dritte 1/; Setzen wir
a0,
o, + oy,

z-Koordinate, so folgt mit N, und N, als Normierungsfaktoren der Ausdruck

3/2
2<N N,exp|> L, —l~ﬁ>
P [ ] V/K.K,K,
1 1 1
.[ocp(xq(-ZKx +Mx> +ﬁpﬁq<_27(j+M") +Vp'))q<§z-+Mz>:| .

= L, und [P? —(x,+ x,) P.+ x,x,] =M, und analog fiir die y- und die

19*
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Da der Ausdruck in der runden Klammer das Uberlappungsintegral ist, kann
man einfacher schreiben:

oo ) 8 o))

3. Integral der Ein-Elektron-Kernwechselwirkung

. . . . 1
Das Integral der Kernwechselwirkung ist definiert mit j Xp—— Xqd7, wenn
I'c

re=(x—C)?*+(—C,)?+(z—C)* das Quadrat des Abstandes des Elektrons
vom Kern C mit den Kernkoordinaten C,, C, und C, ist. Zur Losung benutzen
wir die Integraltransformation

(S A

—=— | e du mit f=r.. ()

re l/?TE —

Unter Fortlassung konstanter Faktoren bekommen wir fiir die x-Koordinate
das folgende Integral:

j‘ e—(otp—l—mq)(JC—P,C)2 e—-uz(x—Cx)2 dx .
Man erhilt also ein neues Produkt zweier GauBfunktionen. Analog zu (4) moge
jetzt sein:

(o, + o) (x— P +uP(x— C)* = G¥ + K¥(x — Q)%

Es folgt wieder durch Reihenvergleich:

o (o, ra)u? 5. (e, +a)P+u’C,
x_—————z(cx—Px)r Qx_ 2 (8)
(o, + oty +u”) (00, + 0ty +u%)
und
K¥=a,+o,+u’.
Fiir die x-Koordinate erhalten wir das Integral
+w + w0 +
* —_ 2 TE — G*
J e Gdu Jv e KE(x—Qx" dyx = G J e Gxdx

und analog fiir die y- und z-Koordinate.
Wieder unter Weglassung konstanter Faktoren erhalten wir fiir das Integral

iiber u, wenn wir wie frither setzen K, =a, +o,, K,=8,+ B, und K, =7y, +y,:

e K, u K,u? 2 K. u?
J B e i € (i C e e

V(K +u?) (K, +u?) (K, +u?)
o 9
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An konstanten Faktoren haben wir vom Produkt der Funktionen y, und y,:
o, 0
N N, exp[—Z#(x —x)2:|.
p-q ap_!_aq 14 q

Nun gilt (6a), so daB wir zur Einfithrung von S,, oben mit |/ K, K K_ erweitern
miissen.
Mit der Kernladung Z, erhalten wir jetzt fiir das Elektron-Kernwechsel-

wirkungsintegral
K, T,
e e
Gu=Z, /K. K,K," S, -~ = u, (10
e V2 (K, +u?) (K, +u?) (K, +u?) (10

—

wenn I, =C,— P, I,=C,—P,und [,=C,—P,.
Das Integral ist numerisch zu 18sen, z. B. nach der Simpsonschen Regel. Fiir sehr
groBe u geht das Integral {iber in

Jv exp[—Zerx] du= exp[_szFx] (10&)

u 2u3 ’

uy

wenn u; der Wert von u ist, bei dem K, neben u? vernachliissigt werden darf,

4. Das Momentintegral

Das Momentintegral, z. B. zur Berechnung des Dipolmomentes, ist definiert
mit | xy,z, dt. Ohne konstante Faktoren bekommen wir fiir die x-Koordinate
das Integral

+

xe Ket=rPazgy. |/ T |/ T
[/ K, I/ K.

—

Setzen wir hierin ]ﬂa(x —P)=vmitdy= ]/I?x dx, so folgt

+ o0

v 1 5 T
P P dp=P, |/ —.
J(Vz?*)w? do=r.] X,

-

Es folgt schlieBlich das vollstindige Integral

(0, Bp 1) (0t By vg) L exp I: -2 %p%
T (m/2)* (mf2)¥ VK.K,K, a, + o,

(x, — xq)z:l (11

oder einfach
M, PS (12)

x,pg 4 x"pq-
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5. Das Kraftintegral
Der Mittelwert der Kraft, die ein Elektron auf den Kern mit den Koordinaten
. . . 1 . 1
C,,C,, C, ausiibt, ist definiert mit dem Integral J Xp 7 Xa dz. Benutzen wir fiir —-

. . c re
die Integraltransformation

1
— = } e “? du, (13)
rc 0
so folgt fiir die x-Koordinate
+ o0 + w
j e~ (@ptag (x=Po)? 4y . j e E—Cx? qyy
—w® 0

Man hat hierin wieder das Produkt zweier GauBlfunktionen mit u.a.

exp[— (o, +atp) (x — Po)* —u(x — C)°]

—exp [— _ B (p  C (b, u) (x—Qx)Z] a4

op 0o, +u
und
Q.= (2, + o) Po+uC,
x (o, + o)+ u
Es folgt das Integral
+w + o
K.u ’ 5
exp| = X +u (P.— C,)*|du exp[— > (K, +u)(x—Q,)*]dxdydz.
0 ¥ iy
Hierin ist das Integral iiber x, y und z
TC3/2

V(K +u) (K, +u) (K, +u)
so daB schlieBlich der vollstindige Ausdruck resultiert:

(0, B 7)) (0 By vV - 2 %,

_ p*q w32 v
T ()2 exp[ y PRy (x, —x,) } g fwdu (15)
oder nach Erweiterung mit |/ K K, K,

Z,

© _ Kxu _ 2
Ko=27,-S,, - VK.K,K fexp[ Tl Cx)]du. (16)
¢ e VI VK A w (K, +u) (K, + u)
0

Setzt man hierin «, = f,=y,=a und o, = f, =y, =b, so erhdlt man mita + b= K
und Y (P, — C,)* =T das cinfachere Integral bei KugelgauBfunktionen

Ie[(;‘fu)] J[ ="

(K +u)*? (K +u*?
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2
2 . .
Mit an =w? und du= — ?(K—ku)‘”z folgt, da w von ]/I? bei u=0 bis 0
u
bei u= oo geht:
2e kI VK )
¢ [ e™ dw.

0

Es folgt schlieBlich fiir die Kraft
VK
Ke=2Z,)/a+b-8S,, | "™ Hdw.
0

Das Integral 148t sich wie folgt umformen:
VK

€
e’ 0 dyy =

™I d(/Tw).

VKT
-IK J*
0 0
Hierin ist e"czje‘2 dt das Integral von Dawson, das u.a. vollstindig tabelliert
0

ist in dem Tabellenwerk von M. Abramowitz [2].

Elektron
I Xq

1
1
)
)
!
i
b
i
i
!
|
|
|
|
1

~— (- Cy) —»

Fig. 1
Wir konnen also schreiben

1 X
Ke=2Z,/a+b- Sab—<e—x2j e’ dt),
/T p

x=)TK; T'=Y(C.,~P)>.

(17)

Die X-Komponente der Kraft ist X =K cos ([/IT, x)=KC< le/—FCx> (vgl.
Fig. 1). Die Richtung der Kraft ist durch den Vektor von C, (Koordinate des
Kerns) nach P, (Koordinate des Elektrons) gegeben; entsprechend die Richtung
der Kraftkomponenten.
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Bei einer einzelnen s-Funktion am Zentrum C, ist die Kraft Ko =2Z,(a+b) S,
e ™ mita=b,S,, = lundI' =0,da P, mit C, zusammenfillt,sodaBhier K. =4Z,-a.
Da P,— C, =0, hat diese Kraft keine Komponente, d. h. keine Vorzugsrichtung,
z. B. analog der Kraft im Bohrschen Atommodell.

Will man also die mittlere Kraft (und deren Richtung) eines Orbitals auf einen
bestimmten Kern nach dem Hellmann-Feynman-Theorem in einem Molekiil
berechnen, dann sind nur die einzelnen gerichteten Komponenten zu berechnen
und zu addieren, wobei die Krifte ohne Vorzugsrichtung automatisch heraus-
fallen.

6. Das Zwei-Elektronen-Wechselwirkungsintegral

. . . . 1 .
Dies Integral ist definiert mltj XpXa— Korls dt,wennx,, ... bzw. x,, ... dicKo-
12

ordinaten des Elektrons 1 bzw. Elektrons 2 und

2= (6 —x2)? + (3 — y2)? + (2 — 2,)°

ihr gegenseitiger Abstand ist.
Zu bilden ist fiir die x-Koordinate das Integral

+o0 oo
1

j e—(ap+aq)(x1—Px1)2 dx1 f = e lartas) (x2~0x,)? dx2 (18)
12 ‘

— — 0

mit der Integraltransformation fiir 1/r,,

1 1 j 1
— = | ——e 2(s. (19)
12 ]/7_r l/g
0
Es ist weiter
o, X, +0o,X
P=—+2_1% vom Produkt y,x,,
o, 0y
und
o, X, + 0L X
Q, = —"" =" vyom Produkt ¥,,.
o, + o

Von (19) tritt zu (18) das Glied exp[ —s(x; — x,)*]. Setzen wir in (18) (x, — P,)=w,
x, =w+ P, ,dx; =dw,weiter(x, — Q,)=v, x,=0v+0Q,,dx,=dvund P, — 0, =X,
so erhalten wir nach Zusammenfassung der Glieder mit v bzw. w das Integral

+ o
L=exp[—sX?] | exp[—(K;+9sw?—2Xsw]dw
- o (20)

- | exp[—(Ky+9)v* +2(X + w)sv] do,

das identisch ist mit dem Ausdruck von L. Shavitt [3].



Integrale mit elliptischen GauBfunktionen 271

Mit dem bekannten Integral

+

j exp(—ax?+2bx)dx= ‘/%exp (—b}) (21)

0

erhalten wir nach der Integration iiber v den Ausdruck

T (X + w)*s?
’/ ex
K,+s

K,+s
der mit dem Ausdruck fiir w in (20) zu kombinieren ist. Nach einigen Umfor-
mungen erhalten wir nach weiterer Integration iiber w mit Hilfe von (21) schlieBlich
den Ausdruck

s

K, +K -2 X2
i N T “)s] exp 4 — ! @)
VK., -K,, K, K, o (Kt Ko
K, K,
Analoge Ausdriicke werden flir die y- und z-Koordinate erhalten. Setzen wir
Kx1 + F;i 5 - K)’l + K}’z _ . Kzl + Kzz _
le ‘erz _gl’ K}’l ‘K}'z —gz , sz .Kzz _g3
unds=u’bzw.}/s =uundds=2 [/s_du, so erhalten wir den endgiiltigen Ausdruck

2 2 2
vl (XY Z
—12 14g,u? 1+g,u? L+gu?
Ay ps=2m1 8o Shs = > 5 du.
l/(1+g1” YL+ gou”) (1 +gsu?)

(23)
Hierin sind:
X=P-Q,, YZPJ'_Q)*’ Z=P,—-Q,,
P - apXp + 0y Xg 0. = 04y X 0 X
x a,+o, x o +o,
P: ﬁpyp-l_ﬁqu Q — ﬁryr+ﬁsys
o BtB T T BB
Tt oty
Ki,=0,+a,, K,=0o+a,
K)’1:BP+B‘I’ Kl’z=ﬁr+ﬁs’
K.=v%+7 K,=n+7.

Das Integral in (23) ist numerisch zu lsen, z. B. nach der Simpsonschen Regel.
Der Integrand ist 1 bei u=0 und geht proportional 1/u® fiir u= 0o gegen null,
so daf3 das bestimmte Integral auch einen festen Wert hat. Fiir so groBe u, daB
gu®> 1 wird die e-Funktion konstant, und man erhilt, wenn u, dieser groBe Wert
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fiir u ist, bei der Integration von u; bis co:

X2 Y? z?
81 g2 g3 (24)
2V 818285 43

Dieser geschlossene Ausdruck (24) fiir grole u erleichtert die numerische Integra-
tion und trédgt sehr zur schnelleren Auswertung des Integrals in (23) durch einen
Computer bei. Insofern bereiten die numerischen Integrationen bei der Ver-
wendung elliptischer GauBfunktionen in der Quantenchemie keine allzu grofien
Schwierigkeiten, da auch das Kernwechselwirkungsintegral (10) bei groBen
Werten der Integrationsvariablen den geschlossenen Ausdruck (10a) liefert.
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